Leccion 2

Procesos iterativos. EI método de aproximaciones sucesivas.

2.1. Introduccion

En términos coloquiales podemos decir que un proceso iterativo es un proceso que se
alimenta a si mismo, es decir, se trata de un proceso secuencial en el que en cada etapa
se obtiene un resultado que se utiliza para obtener el resultado de la etapa siguiente. Mu-
chos métodos matemadticos de solucién exacta o aproximada de ecuaciones de diversos
tipos (ecuaciones algebraicas, diferenciales, integrales...) son procesos iterativos. Entre
los mds conocidos se encuentran el método de Newton-Raphson para la solucién de una
ecuacion f(x) =0 a partir de un valor inicial y el método de Picard para la solucién de una
ecuacion diferencial ordinaria x’ = F(x,t) con condiciones iniciales dadas. Dichos méto-
dos consisten en iterar una funcién g a partir de un valor inicial x; para formar la sucesién
dada por x,+1 = g(Xn). No pienses que este proceso se aplica solamente a sucesiones nu-
méricas. En el método de Picard la funcién g es un operador que actta sobre una funcién
Xy proporciona otra funcién g(x). En condiciones bastante generales puede asegurarse
que dicho método es convergente a una solucién de la ecuacién x = g(x), es decir a un
punto fijo de g, que es la solucién exacta de nuestro problema f(x) = 0. Naturalmente,
hay que precisar qué se entiende por convergencia cuando la sucesion x,11 = g(xn) sea
una sucesion de funciones. Otra ventaja de este método es que permite con frecuencia
dar cotas del error cometido al aproximar la solucién exacta por el término Xy.
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Estructura de la leccién y objetivos
La leccion estd estructurada en dos partes:

» Sucesiones numéricas recurrentes.

Estudiaremos algunos aspectos de las sucesiones numéricas recurrentes relaciona-
dos con su convergencia, con la existencia de puntos fijos y de puntos peri6dicos.
Veremos con algunos ejemplos que estas sucesiones pueden ser muy regulares o
muy sensibles a pequefas variaciones de los datos iniciales y que pueden tener un
comportamiento cadtico.

= El método de las aproximaciones sucesivas.

Nos situaremos en el contexto general de los espacios métricos completos para es-
tablecer el importante teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas. Ha-
remos uso de este resultado para obtener soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Lajustificacion de esta leccion estd en su interés matemaético y computacional. Se tra-
ta de una leccién eminentemente prictica aunque también permite motivar e introducir
algunos conceptos importantes de Anélisis Matematico. Estudiaremos algunos ejemplos
muy bonitos de sucesiones recurrentes procurando establecer una estrecha relacién en-
tre los resultados tedricos y las practicas con el programa Mathematica el cual usaremos
con frecuencia porque en esta leccion la visualizacién juega un papel muy importante.

Haremos dos précticas relacionadas con esta lecciéon. En la primera estudiaremos las
iteraciones de la funcién cuadrética f(x) = Ax(1—x) para distintos valores de A lo que
proporciona ejemplos sencillos de comportamientos caéticos. En la segunda de ellas es-
tudiaremos la famosa sucesion de Fibonacci con distintas técnicas que pueden genera-
lizarse para estudiar sucesiones recurrentes lineales. También estudiaremos iteraciones
de punto fijo funcionales para obtener soluciones de diferentes tipos de ecuaciones fun-
cionales.

Muchas de las ideas que siguen estdn tomadas del libro de Miguel de Guzman El rin-
con de la pizarra (Ed. Piramide, 1997). Otros libros que hay que agradecer a Miguel de
Guzman son Para pensar mejor (1994) y Aventuras matemdticas (1996), ambos en la mis-
ma editorial. Fuimos muchos los que encontramos en la amplia produccién de Miguel de
Guzman dedicada a la divulgacién y a la ensefianza de las matematicas, el antidoto con-
tra las matemadticas profundamente aburridas que llegaron a estar de moda hace algunos
afos. Miguel, cuya reciente pérdida todos los matemadticos lamentamos, nos ensefié que
las matemadticas mds utiles y mas profundas son también las matemadticas mas divertidas.
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Sirvan estos apuntes de modestisimo homenaje a quien entendi6 las matemaéticas como
una aventura que hay que acometer con la curiosidad y la espontaneidad de los nifios que
preguntan incansables “eso, spor qué?” y no se conforman con teorias oxidadas y exigen
que cada pregunta vaya seguida de un descubrimiento gozosoy ... de nuevas preguntas.

2.2. Sucesiones numéricas recurrentes

Una sucesién cuyo término n-ésimo viene dado en funcién de algunos de los términos
anteriores se dice que es una sucesion recurrente. Las llamadas “iteraciones de punto
fijo” consistentes en iterar una funcién g a partir de un valor inicial x; para formar la
sucesion dada por .11 = g(Xn) son un ejemplo de sucesiones recurrentes. Otro ejemplo
es la sucesién de Fibonacci definida por la condicién de que cada término es igual a la
suma de los dos anteriores Fn;2 = Frr1+ Fn, con Fp = F, = 1. Este es un caso particular de
una recurrencia de tipo lineal, es decir, de la forma

Xn+p = 8pXn+p-1+ p—1Xnt-p-2+ - + A1Xn+1 1+ 8oXn

donde p es un nimero natural fijo y ag, ay, ... 8p son nimeros complejos conocidos. Para
las recurrencias de tipo lineal hay técnicas generales que, dados unos valores iniciales pa-
ra Xi, X, ... Xp, permiten calcular de forma explicita x, para todo ne N. Veremos ejemplos
de estas técnicas en la practica que dedicaremos a la sucesién de Fibonacci. Vamos a cen-
trarnos ahora en el estudio de algunos aspectos de las iteraciones de punto fijo. Ya hemos
visto ejemplos de tales sucesiones en la leccién anterior al estudiar los conjuntos de Julia
y de Mandelbrot. Empezaremos esta leccién con una sucesién cuyo comportamiento es
bastante sorprendente.

La sucesion x,.1 = i* conx; =Ii.

Esta sucesion se obtiene iterando la funcién g(z) =i = exp(zlogi) = exp(i z1/2) a partir
del valor inicial x; = i. En la figura 1.1 estdn representados los primeros treinta términos
de esta sucesién donde cada término se ha unido con el siguiente por un segmento.

Puedes observar que la sucesion parece ser convergente a un nimero o préximo a
0.5 + 0.4iy que se forman tres espirales que se aproximan a dicho nimero aunque los
términos de la sucesion van saltando de una a otra espiral.

Como la funcién g es continua, el limite de la sucesién debe verificar que o = g(a), es
decir, o = exp(ai/2). Calculamos dicho valor con Mathematica y obtenemos que
o =0.438283 + 0.360592i.
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0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 2.1: Los primeros 30 términos de i

Para entender el comportamiento de la sucesién y justificar su convergencia pode-
mos razonar como sigue. Observa que si zestd cerca de a entonces g(z) —g(a) = g(z) —a
es aproximadamente igual a g'(a)(z— a). Es decir, sustituir z por g(z) en z— a tiene apro-
ximadamente el mismo efecto que multiplicar z— a por ¢'(a). Definamos €, = x, — d. En-
tonces en1 ~ ¢'(a)en. Por tanto ey;1 se obtiene girando e, un dngulo (en grados) igual a
argdg'(a))m/180~ 129 Deducimos que cada término de la sucesién esta girado aproxi-
madamente unos 129 grados respecto del anterior (con centro de giro en a). Eso explica
que la grafica aparezca como una triple espiral. Ademas |en1| ~ |g'(a)||en] =~ 0. 9|en|, lo
que nos dice que la distancia de cada término de la sucesion al punto a disminuye en la
proporcién constante de 0.9 y, por tanto, e, — 0, esto es, Xn — 0.

Visualizacion de sucesiones iterativas

Para estudiar una sucesién recurrente X1 = g(Xn) de ntimeros reales es muy conve-
niente representar la funcién y = g(x) y observar como se van obteniendo, a partir de un
valor inicial x1, los términos Xz, X3, X4,... de la sucesiéon. Para ello levantamos una vertical
por (x1,0) hasta cortar a la grafica y=g(x) en (x1,9(x1)) = (X1,X2). Trazamos una horizontal
desde ese punto hasta cortar a la recta y = x en el punto (X, x2). Repetimos el proceso:
vertical por (xp,x2) hasta cortar a y = g(x) en (x2,9(x2)) = (x2,X3) y horizontal desde este
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Figura 2.2: Los primeros 18 términos de X,+1 = 2. 9%,(1—X,) conx; =0. 1

punto hasta cortar alarectay = xen (X3, x3)... El método es: vertical hasta la curva seguida
de horizontal hasta la bisectriz. Puedes verlo en la figura 1.2 donde aparecen los primeros
dieciocho puntos de la sucesion xp+1 = g(X,) con g(x) = 2. 9x(1—x) y x1 = 0. 1 representa-
dos en color rojo sobre la bisectriz. En este caso parece que la sucesiéon converge siendo
su limite el tinico punto fijo de g distinto de 0 el cual, naturalmente, estd en la intersec-
cién de larectay = x con la gréafica y = g(x). Calculando el valor de dicho punto se obtiene
que vale 0. 655172 (para ser exactos 19/29). No es dificil comprobar que cualquiera sea el
valor inicial que tomemos en el intervalo [0,1] el comportamiento de la sucesion serd el
mismo. En la figura 1.3 puedes ver los primeros trece términos de la sucesién partiendo
del valor inicial x; = 0. 9.

Figura 2.3: Los primeros 13 términos de X,11 = 2. 9%n(1—xp) conx3 =0. 9
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Pero si partimos de un valor inicial que no esté en el intervalo [0,1] se obtiene una
sucesion divergente (figura 1.4).

AL
Figura 2.4: Los primeros 3 términos de xp+1 = 2. 9%, (1 —xp) conxg =1. 1

El comportamiento de estas sucesiones puede ser muy complicado. En la figura 1.5
puedes ver los primeros 55 términos de la sucesion Xn;1 = 4X,(1— xn) con Xy = 0. 2

1

Figura 2.5: Los primeros 55 términos de Xn 1 = 4%y (1 —Xn) con x; = 0. 2
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Puntos fijos y puntos periédicos

Sila funcién g tiene derivada continua y a es un punto fijo de g, en virtud del teorema
del valor medio se verifica que:

9(x) —a=g(x) —g(a) =g'(c)(x—a)

donde c es un punto comprendido entre x y a. Si X estd proximo a o entonces también ¢
estard proximo a o y, por la continuidad de la derivada, se tendrad que g'(c) ~ ¢'(a) y por
tanto:

g(x) —a=g(x) —g(a) ~ g'(a)(x—a)
Si |g'(a)] < 1 deducimos que |g(x) —a| < p|x—al. Lo que, en términos de la sucesiéon
Xn+1 = g(Xn) S€ expresa por:

[Xn+1—a] < plxn—Qal (0<p<]

lo que implica que |[xn+1—0a| < p"|x1 — a]. Deducimos que la sucesién converge rapida-
mente a o cualquiera sea el valor inicial x; suficientemente préximo a a. Se dice que a es
un punto fijo atractivo. En la figura 1.2 el punto fijo, a = 0. 655172, de g(x) = 2. 9x(1—X) es
un punto fijo atractivo pues |¢g'(a)| = 0. 9.

Andlogamente, si |g'(a)| > 11a sucesién no converge cualquiera sea el valor inicial x;
suficientemente préximo a a y distinto de a. Se dice que a es un punto fijo repelente. En
la figura 1.5 el punto fijo, a = 0. 75, de g(x) = 4x(1— X) es un punto fijo repelente pues
g ()] =2.

Se dice que a es un punto periodico de g de periodok > 2 cuando se verifica que a es un
punto fijode gt =g o og (la composicion de g consigo misma k veces) pero no es punto
fijo de gl para 1 < j < k— 1. Equivalentemente, en la sucesién X1 = g(Xn) con x; = a se
verifica que X1 = X1 ¥ Xj # X1 para 2 < j < k. Observa que en tal caso también se verifica
que Xn+k = Xy para todo ne N. Los puntos fijos de g se consideran puntos periédicos con
periodo 1.

Diremos que la sucesion xn+1 = g(Xn) con X = 0 es periddica si alguno de sus términos
(no necesariamente el primero) es un punto periédico para g. Observa que las sucesiones
periddicas son muy regulares (figuras 1.6 y 1.7).
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Figura 2.6: x; es periédico con periodo 4 Figura 2.7: x3 es periddico con periodo 4
Monotonia

La monotonia de la sucesién x,+1 = g(xn) tiene poca relacién con la monotonia de la
funcioén g (figuras 1.8 y 1.9).

Figura 2.9: g creciente, x,+1 = g(X,) de-

Figura 2.8: g decreciente, X,11 = g(Xn) no creciente.

monodtona.

La desigualdad xn 11 > X €slo mismo que g(xn) > xn, que equivale axp € {xeR : g(x) > x}.
Andlogamente Xn11 < Xn equivale a xp € {xeR : g(x) < x}. Por tanto, para estudiar la mono-
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tonfa, podemos destacar los conjuntos:

At ={xeR:g(x)
A” ={xeR:g(x)

x} zonade marcha adelante
X

YA\

} zonade marcha atrds

Es claro que la sucesion {x,} serd creciente (resp. decreciente) cuando todos sus términos
a partir de uno de ellos en adelante estén en A" (resp. A~). Cuando la sucesién no es
mondtona es porque tiene infinitos términos en A™ e infinitos términos en A~. Las zonas
de salto de una region a otra son los conjuntos:

S""=A"Nn{xeR:g(x)cA"} zonadesaltodeA"aA"
S*T=ANn{xeR:g(x)eA"} zonadesaltodeA aA"

Acotacion

Supongamos que [a,b] es un intervalo para el que se verifica que g([a,b]) C [a,b]. En tal
caso, si un término de la sucesién {x,} cae en [a,b] todos los términos siguientes perma-
necen dentro de dicho intervalo. Graficamente que g([a,b]) C [a,b] se traduce en que la
gréfica de g en el intervalo [a,b] queda dentro del cuadrado [a,b] x [a,b].

Figura 2.10: (x,g(x)) € [a,b] x [a,b] (a<x<b)

Ejercicios

. . .. X 3 ..
1. Estudia el comportamiento de la sucesion X1 = En + ' X1 = o # O para los distintos

valores de a R, a # 0.
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2. Estudia el comportamiento de la sucesion xn 1 = (X, — 7)?+ 6, x; = o para los distintos
valores de a € R.

3. Estudia el comportamiento de la sucesién X, 1 = X2 — 2, X, = a para los distintos valo-
resdeacR.

Comportamiento caético y efecto mariposa

Cuando la sucesion x,11 = g(X,) con x; = a no es convergente, ni divergente, ni pe-
riddica, ni presenta ningun tipo reconocible de regularidad se dice que tiene un com-
portamiento cadtico. Ya hemos visto un ejemplo de dicho comportamiento en la figu-
ra 1.5 donde puedes ver como los términos de la sucesion estdn distribuidos de forma
muy irregular llenando gran parte del intervalo [0, 1]. Una caracteristica frecuente de este
comportamiento es la extremada sensibilidad con respecto a pequefios cambios en las
condiciones iniciales; lo que se ha dado en llamar “efecto mariposa”.

En los ejemplos anteriores hemos usado con frecuencia la funcién cuadrdtica
g(x) = ax(1—x) para distintos valores del pardmetro a. Dedicaremos una clase practica
al estudio del comportamiento caético de dicha funcién para ciertos valores del para-
metro a. Acabaremos esta parte de la leccién con un ejemplo del efecto mariposa. En
la figura 1.11 se han representado los primeros mil términos de la sucesién z, = xn — yn
donde xn+1 = 3. 9 (1 —Xn) con Xg = 0. 4y Yn1 = 3. 9yn(1—yn) con y; = 0. 400001. Es decir
{Xn} v {yn} se obtienen iterando la funcién cuadrética con a= 3. 9 tomando como valores
iniciales respectivos 0. 4 y 0. 400001. Pese a que dichos valores estdn muy préximos, las
sucesiones obtenidas son completamente diferentes lo que se pone de manifiesto en el
comportamiento de la sucesién z, = X, — yn que se muestra en la figura 1.11.

0.75[ .+ "
0.5

0.25! . e

-0.25

-0.5

-0.75

Figura 2.11: Efecto mariposa
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2.3. Elmétodo de las aproximaciones sucesivas

Acabamos de ver que, en algunos casos, los términos de la sucesion xn+1 = g(Xn) para
n suficientemente grande son soluciones aproximadas de la ecuacién g(x) = x. Con fre-
cuencia interesa considerar ecuaciones de la forma g(x) = x donde x es una funcién que
pertenece a un cierto espacio de funciones, digamos X, y g: X — X es una aplicacién de
X en si mismo. Un ejemplo sencillo de esto es el conocido problema de valores iniciales.
Se trata de hallar una funcién, x, definida en un intervalo, |, con derivada continua y que
verifique
X'(t)=f(t,x(t)) vtel, x(@=a 2.1)

donde suponemos que f es una funcién conocida de dos variables suficientemente bue-
nay que aes un punto de |. La ecuacion 1.1 puede escribirse de forma equivalente como:

x(t):a+/tf(s,x(s))ds Viel (2.2)

Lo que nos dice que x es un punto fijo de la aplicacién

G:c()— ()
¢€C(I)7G(¢)€C(I)

G(¢)(t):a+/a f(s,0(s)ds Vtel

donde (1) es el espacio de las funciones continuas en |. Siguiendo la analogia con el caso
numérico, podemos partir de una funcién inicial x, € C(1), tal que x1(a) = a, y formar la su-
cesion de funciones x,+1 = G(X,). Esto se conoce como método de las iteraciones de Picard
para resolver el problema de valores iniciales dado. ;Podemos esperar que esta sucesiéon
converja a una solucion de la ecuacion 1.2? Para responder a esta pregunta tenemos que
precisar qué se entiende por convergencia en este contexto. Fijate que en C(I) podemos
considerar distintos tipos de convergencia. Supongamos, por comodidad, que | = [a,b].
Aqui tienes dos posibles tipos de convergencia en C(1). Sea ¢n, ¢ € C(1):

dn — ¢ <= max{|dpn(t) —d(t)| :te[a,b]} — 0 (convergencia uniforme)

b
on— ¢ <= / [§n(t) —d(t)| dt — 0 (convergencia en media)
a

En el caso que estamos considerando la convergencia apropiada es la uniforme. ;Pode-
mos asegurar que la sucesion de funciones xn1 = G(X,) converge uniformemente a una
solucidn de la ecuacién 1.2? Para ello hay que imponer algunas perfecciones a la funcién
f. Observa que

b
X 2(6) = Xa(t)] < / [F(t, %0 (1) — (%02 ()] ot (2.3)
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Supongamos que hay una constante 0 < k tal que se cumple la condicién:
[f(t,u) — f(t,v)] <kJu—v]|
Entonces de 1.3 deducimos facilmente que:
max{|xn+1(t) —xn(t)| : te[a,b]} < k(b—a)max{|xn(t) —xa—1(t)| : te[a,b]}

Sip=Kk(b—a) < 1, entonces poniendo, para u,ve C(l), d(u,v) = max{|u(t) — v(t)| :t€[a,b]},
la desigualdad anterior se escribe:

d(G(*n),G(Xn-1) < pd(¥n,Xn-1)  (p<1) (2.4)

de donde se deduce, por ser p < 1, que {X,} es una sucesion de Cauchy para la conver-
gencia uniforme. Ahora necesitamos un resultado tedrico importante: una sucesiéon de
Cauchy para la convergencia uniforme en el espacio C(I) es convergente en dicho espa-
cio. Podemos por tanto asegurar que hay una funcién xe C(l) tal que {x,} converge uni-
formemente a x. Las propiedades de la convergencia uniforme permiten ahora justificar
el siguiente paso al limite:

t t t
x(t):rlgr(]oxn(t):O(jtrlg‘r‘}o A f(s,xn,l(s))ds=0(+/al Aﬂf(s’X“*l(s))dszaJr/a f(s,x(s))ds

por lo que dicha funcién x es solucién de 1.2 y, por tanto, de 1.1.

La situacion considerada en el ejemplo anterior es tan frecuente que merece la pe-
na abstraer sus componentes esenciales para establecer un resultado general que es el
fundamento teérico que explica la convergencia de muchos procesos iterativos. Ya ves, a
veces conviene demostrar un teorema. Nos situaremos en un ambiente suficientemente
general e introduciremos sobre la marcha los conceptos necesarios.

Consideraremos un conjunto X que puedes interpretar como un conjunto de fun-
ciones. En el ejemplo considerado X era el espacio C[a,b] de las funciones continuas en
[a,b]. Pero también puede ser el espacio R [a,b] de las funciones integrables en [a,b], o el
espacio ([a,b] de las funciones con primera derivada continua en [a, b]. La naturaleza del
problema es la que en cada caso determina qué espacio debemos considerar.

En el conjunto X necesitamos tener un concepto de convergencia. Para ello es sufi-
ciente tener definido un concepto de distancia entre elementos de X. Una distancia es
simplemente una aplicacién d : X x X — R que a cada par de elementos x,y € X asocia
un numero, d(x,y) > 0, que se interpreta como la distancia entre dichos elementos. Tal
aplicacion debe verificar las condiciones siguientes:

= d(x,y) =0 si, ysoélosi, x=y.
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= d(x,y) =d(y,x) (simetria)

» d(x,2) <d(xy)+d(y,z) (desigualdad triangular)
Ejemplos de distancias en X = C[a,b] son:
= d(x,y) = max{|x(t) —y(t)|te[a,b]} (distancia uniforme)

b
= d(xy) = / |x(t) —y(t)| dt (distancia de la convergencia en media)
a

El par (X,d) formado por un conjunto X y una distancia d definida en el mismo se llama
un espacio métrico. Los elementos de un espacio métrico suelen llamarse puntos (jaun-
que suelen ser funciones!). Una sucesién de puntos, {X,}, de un espacio métrico (X, d) se
dice que es convergente si hay algiin xe X tal que d(xn,X) — 0. En tal caso el elemento x es
Unico y se llama el limite de la sucesién. Observa que en un mismo conjunto para cada
distancia tenemos su correspondiente convergencia. Naturalmente, puede ocurrir que
sucesiones que converjan con una distancia no sean convergentes para otra distancia.
Por ejemplo, la sucesién de funciones { f,} dada por f(X) = x" es convergente en media a
la funcién nula en el espacio C[0,1] pero dicha sucesién no es convergente con la distan-
cia uniforme.

Volvamos a nuestro ejemplo inicial. En él construimos una sucesion para justificar
que el problema de valores iniciales 1.1 tiene solucién cuando se cumple la condicién
1.4. Esta condicion es la que garantiza que la sucesion construida converge. Observa que
cuando se estudia la convergencia de una sucesién {xn}, lo que conocemos es, justamen-
te, la sucesion y, naturalmente, se desconoce su posible limite el cual pudiera, incluso, no
existir. Por ello interesa tener criterios de convergencia intrinsecos a la sucesion, es decir,
que no hagan intervenir a un objeto en principio extrafio a ella como es su posible limite.
Por ejemplo, ti sabes que una sucesién monétona y acotada de nimeros reales es con-
vergente sin necesidad de conocer su limite. En espacios métricos abstractos el concepto
de monotonia no tiene sentido pero silo tiene el siguiente concepto.

Definici6én 2.1. Se dice que una sucesion {x,} de puntos de un espacio métrico (X,d) es
una sucesioén de Cauchy, si para cada niimero positivo, € > 0, existe un niimero natural m,
tal que para todos p,qeN con p>my > mse verifica que d(Xp,Xq) < €.

Se dice que (X,d) es un espacio métrico completo si toda sucesion de Cauchy en (X,d)
es convergente en (X,d).

El espacio métrico C[a,b] conla distancia uniforme es completo pero C[a,b] no es com-
pleto con la distancia de la convergencia en media.

Tenemos ya todos los elementos necesarios para entender el siguiente resultado.
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Teorema 2.2. Sea (X,d) un espacio métrico completoy G : X — X una aplicacién contrac-
tiva, es decir, verificando que existe un niimero 0 < p < 1 tal que para todos u,ve X es

d(G(u),G(v)) < pd(u,v). (2.5)

Entonces G tiene un tinico punto fijo, es decir existe un tinico xe X tal que G(x) = x. Ademds,
dado un punto cualquiera x; € X, la sucesién definida por xn+1 = G(Xn) para todoneN es
convergente, su limite es el punto fijo deGy

pn
1-p

d(Xns1,X) < d(x1,G(x1))

Demostracién. Sea x; € X. Probaremos que la sucesién definida por Xq11 = G(xn) es con-
vergente. Como, por hipétesis, (X,d) es un espacio métrico completo, serd suficiente pro-
bar que dicha sucesién es una sucesién de Cauchy. Usando la hipétesis 1.5 tenemos que
parakeN, k> 2

d (%t 1, %) = d(G(%), G(Xk-1)) < PA(X, Xk-1) = PA(G(Xc-1),G(¥ 2)) <
< P2d(Xi-1, Xe—2) < -+ < P (X2, Xa)

Es decir d(xkt1,%) < pk’ld(xz,xl). Usando esta desigualdad, para p,neN con p > 2 tene-
mos que:

(Xnt-ps Xnt-p—1) + d(Xntp—1,Xp) <

<d
< d(Xn4ps Xnt-p-1) +d(Xnt p-1,%n4p-2) +d(Xn4 p-2,Xp) <
<d

(Xn+ps Xnt-p-1) + d(Xn+ p—1,Xn+-p—2) + d(Xntp—2, Xn+p-3) + -+ +d(Xp11,Xp) <

d(Xn+p, Xp)

[

(PP 24 pM P34 NP 4 P d (xp, %) < P (Z pj) d(xz,%1) =
=0

N

PPy
= ——d(xg,x
1o (X2,X1)
Donde hemos usado que, por ser 0 < p < 1, la serie ZT:O p! es una serie geométrica con-
vergente. Hemos probado que

p-1
1_pd(X2,X1) vVp,neN, p=2.

d(XneraXp) <

De la desigualdad anterior se deduce facilmente que la sucesién {x,} es de Cauchy. En
m-1

efecto, dado € > 0 elegimos me N por la condicién de que iTpd(Xz’Xl) < &. Si ahora p,q
son nimeros naturales mayores que m, la desigualdad anterior implica que
pm-1
d(Xq,Xp) § rpd(xz,xl) <€
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Hemos probado asi que existe un elemento xe X tal que {x} converge a x. Deducimos,
por la continuidad de G (la cual es consecuencia de 1.5), que:

x=limxn11 =M G(X,) = G(limx,) = G(x)

Por tanto x es un punto fijo de G. Siy es un punto fijo de G, de la desigualdad 1.5 se deduce
que:
d(x,y) = d(G(x), G(y)) < pd(xy)

y, como p < 1 esta desigualdad implica que d(x,y) = 0, es decir, x =y. Luego G tiene un
Unico punto fijo. Finalmente:

d(Xn11,%X) = d(G(%n),G(x)) < pd(xn,X) = pd(G(xn-1), G(X)) < (2.6)
< P2d(%n_1,X) < -+ < p"d(x1,X) 2.7)
Pero
d(x1,%) < d(x1,G(x1)) +d(G(x1),x) = d(x1,G(x1)) + d(G(x1), G(X)) < d(x1,G(x1)) + pd(x1,X)

de donde se sigue que

d(x1,%) < 1Tlpd(xl,G(Xl))

lo que, por la desigualdad 1.6, implica que

d(Xn+1,X) <

Después de establecer un resultado en un contexto abstracto es conveniente “descen-
der” para ver lo que dicho resultado aporta en una situacion familiar concreta.

Corolario 2.3. Seag: [a,b] — [a,b] una funcion derivable en el intervalo [a,b] y supongamos

que hay un niimero0 < p < 1 tal que |g’(x)| < p para todo x< [a,b]. Entonces g tiene un tinico

punto fijo x€ [a,b] y cualquiera sea el punto x1 € [a,b] la sucesién dada por xn+1 = g(Xn)
n

converge al punto fijo deg y |Xn+1— X| < 1pr [X1,9(%1)]-

Demostracion. Se aplica el resultado anterior con X = [a,b] que es un espacio métrico
completo con la distancia usual d(x,y) = |x—y/|. Basta tener en cuenta que, por el teorema
del valor medio, para todos u,ve [a,b] se verifica que g(u) —g(v) =g’(c)(u—v) donde ces
un punto comprendido entre uy v. Tomando valor absoluto en esta igualdad y teniendo
en cuenta que |g’(c)| < p, se deduce que

lg(u) —g(V)| < plu—V|
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Por tanto, g es una aplicacién contractiva. |

Podemos usar este resultado para obtener condiciones de convergencia para el méto-
do de Newton-Raphson.

Corolario 2.4. Sea f : [a,b] — R una funcién con derivada segunda continua en [a,b]. Su-
pongamos que existe algtin punto p€la,b| tal que f(p) =0y f'(p) # 0. Entonces existe un
niimero 0 > 0 tal que el tinico cero de f en [p—0,p+ J] es p y cualquiera sea el punto
x1€[p— 9O, p+ 9| la sucesién dada por

f
Xn+1 = Xn - (Xn) VI’IEN

f'(xn)

converge a p.

Demostracién. Como f'(p) # 0y f’ es continua, existird un intervalo abierto J C [a,b] que
f(x

7’

contiene al punto p en el cual no se anula la derivada de f. Pongamos g(x) = x—

funciéon que estard definida para x€ J. Calculando su derivada tenemos que:

Como f(p) =0y f’’ es continua, se deduce que existe un namero & > 0 tal que el inter-
valo [p—9,p+90] CJy |9 (X)| <1/2 para todo x€ [p— d, p+ 9. En tal caso, como g(p) = p,
tenemos también que:

1 1
l9(x) — p|=19(X) —9(p)| < > IX—p[ < §6< & Wxe[p—-9,p+9

Estamos, pues, en condiciones de aplicar el corolario anterior ala funcién gen el intervalo
[p— 9, p+ 9] de donde facilmente se siguen las afirmaciones del enunciado. |
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